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By unitary Bose gas we mean a system composed of spinless bosons with s-wave interaction of
infinite scattering length and almost negligible (real or effective) range. Experiments are currently
trying to realize it with cold atoms. From the analytic solution of the three-body problem in a
harmonic potential, and using methods previously developed for fermions, we determine the third
cumulant (or cluster integral) b3 and the third virial coefficient a3 of this gas, in the spatially
homogeneous case, as a function of its temperature and the three-body parameter Rt characterizing
the Efimov effect. A key point is that, converting series into integrals (by an inverse residue method),
and using an unexpected small parameter (the three-boson mass angle ν = π/6), one can push the
full analytical estimate of b3 and a3 up to an error that is in practice negligible.
PACS numbers: 67.85.-d
I. INTRODUCTION
The field of quantum gases has been exploring, in the
last decade, the strongly interacting regime, thanks to
the possibility of tuning the s-wave scattering length a to
arbitrarily large values (in absolute value) with the Fes-
hbach resonance technique [1, 2]. This opens up the per-
spective of studying a fascinating object, the unitary gas,
such that the interactions among particles have an infi-
nite s-wave scattering length and a negligible range. The
two-body scattering amplitude then reaches the maximal
modulus allowed by unitarity of the S matrix, and the
gas is maximally interacting.
For the spin-1/2 Fermi gases, the experimental real-
isation and characterisation of the strongly interacting
regime have been fully successful [3, 4], recently culmi-
nating with the measurement of the equation of state
of the unitary gas, both at high and low temperature
T [5–7]. In the unpolarized case, this has allowed a pre-
cise comparison with the theoretical predictions, that are
pushed to their limits. At zero temperature, in practice
T/TF ≪ 1 where TF is the Fermi temperature, the mea-
surements have confirmed the precision of the most recent
variational fixed-node calculations, as far as the universal
number ξ = µ/(kBTF ) is concerned, µ being the chemical
potential of the gas [8]. For the superfluid phase transi-
tion, the experiments confirm the expected universality
class and find a value of the critical temperature Tc that
slightly corrects the result of the first Quantum Monte
Carlo calculations [9] and that confirms the one of most
recent Quantum Monte Carlo calculations [10]. Above
Tc, the measurements at MIT are in remarkable agree-
ment with the diagrammatic Monte Carlo method [11].
Finally, in the non-degenerate regime T > TF , the exper-
iments at ENS have been able to confirm the value of the
third virial coefficient a3 of the spatially homogeneous
gas, already theoretically deduced [13] from the analyti-
cal solution of the three-body problem in a harmonic trap
[14] and reproduced later on by a diagrammatic method
[15]; these experiments are even ahead of theory in get-
ting the value of a4, not yet extracted by theory in a
reliable way from the four-body problem [16].
For the strongly interacting gases of spinless bosons,
the experimental studies are less advanced, due to the
Efimov effect [17]: The effective three-body attraction
predicted by Efimov, and leading to his famous weakly
bound trimers, for which there is now an experimental
signature [18], leads to a strong increase of atomic losses
in the gas, due to three-body collisions with strongly
exothermic formation of deeply bound dimers. In the
unitary limit, one can at the moment prepare a stable and
thermal equilibrium Bose gas only in the non-degenerate
regime ρλ3 ≪ 1 [19], where ρ is the gas density and
λ = (2π~2/mkBT )
1/2 is the thermal de Broglie wave-
length: The two-body elastic collision rate, scaling as
~
mρλ, then overcomes the three-body loss rate scaling as
~
mρλ
4 [20][51]. Fortunately, there exists a few ideas to
explore to reduce losses, such as taking advantage of the
loss-induced Zeno effect in an optical lattice [22], or sim-
ply the use of narrow Feshbach resonances [23, 24].
On a theoretical point of view, the study of the uni-
tary Bose gas is just starting. Most of the works do
not take into account in an exact way the three-or-
more-body correlations [25–27]; they cannot thus quan-
titatively account for the fact that resonant interactions
among bosons involve the three-body parameter Rt, a
length giving the global energy scale in the Efimov trimer
spectrum (no energy scale can be given by the scattering
length here, since it is infinite). As a consequence, the
various phases under which the unitary Bose system may
exist at thermal equilibrium, as functions of temperature,
remain to be explored. At zero temperature, inclusion of
a hard-core three-body interaction, allowing one to ad-
just the value of Rt and to avoid the system collapse, has
allowed one to show, with numerical calculations limited
to about ten particles, that the bosons form a N -body
bound state, with an energy that seems to vary linearly
with N [28], which suggests a phase of bounded density
at large N , for example a liquid. At high temperature
(more precisely at low density ρλ3 → 0), the natural
theoretical approach is the virial expansion [29], that we
2recall here for the spatially homogeneous gas [30]:
Pλ3
kBT
=
∑
n≥1
an(ρλ
3)n (1)
where P is the gas pressure. The coefficient an is pre-
cisely the nth virial coefficient. In practice, it will be
more convenient to determine the coefficients bn of the
expansion of the grand potential Ω in powers of the fu-
gacity z = eβµ, with the chemical potential µ tending to
−∞:
Ω = − V
λ3
kBT
∑
n≥1
bnz
n, (2)
with V the system volume and β = 1/(kBT ). The co-
efficients bn are called cluster integrals in reference [30].
Since −βΩ is the logarithm of the grand canonical par-
tition function, it is natural to call bn the n
th cumu-
lant, as we shall do in this paper. The knowledge of
all cumulants up to order n included allows one to de-
termine all the virial coefficients up to the same order.
Note that a1 = b1 = 1 by construction; the higher order
expressions that are useful here are deduced in a simple
way from the thermodynamic equalities Ω = −PV and
N = −∂µΩ [30]:
a2 = −b2 and a3 = 4b22 − 2b3. (3)
Contrarily to the fermionic case, the cumulant b3 and
the virial coefficient a3 of the bosons in the unitary limit
are not pure numbers, they rather are not yet explicitly
determined functions of the three-body parameter. Af-
ter the pioneering works [31], there exist for sure formal
expressions of b3 in the general quantum case involving
Faddeev equations [32], the S-matrix [33], Mayer dia-
grams [34], an Ursell operator [30, 35]. The most opera-
tional form seems to be the one of [32] written in terms
of a three-body scattering amplitude [36], but its evalua-
tion for the unitary Bose gas is, to our knowledge, purely
numerical, and for three different values of Rt only [36].
Here, we show on the contrary that b3 can be obtained an-
alytically, from the solution of the harmonically trapped
three-boson problem [12, 14].
In the first stage of the solution, one considers the
system at thermal equilibrium in the harmonic poten-
tial U(r) = 12mω
2r2, ω being the free oscillation angular
frequency, and one expresses the third cumulant B3(ω)
of the trapped gas, defined by the expansion (5) to come,
in terms of the partition functions of n-body problems in
the trap, 1 ≤ n ≤ 3. In theoretical physics, a formal
“harmonic regularisator” was already introduced to ob-
tain the second [37] and third [38, 39] virial coefficients
of a gas of anyons. The same technique was then used
in the case of cold fermionic atoms [13], to take advan-
tage of the fact that the three-body problem is solvable
in the unitary limit; note that it is then not a pure cal-
culation trick anymore since the trapping can be realised
experimentally.
In the second stage, one takes the limit of a vanish-
ing trap spring constant. As shown by the local density
approximation [13], which is actually exact in that limit,
the cumulants bn of the homogeneous gas are then given
by [13, 37]
bn
n3/2
= lim
ω→0
B3(ω) ≡ B3(0+). (4)
In [13], this limit is evaluated purely numerically for the
fermions. We shall insist here on showing that one can
actually go much farther analytically.
II. EXPRESSION OF ∆B3 IN TERMS OF
CANONICAL PARTITION FUNCTIONS
When the chemical potential µ → −∞ at fixed tem-
perature, which corresponds to a low density limit, the
grand potential of the trapped unitary Bose gas can be
expanded as
Ω = −kBTZ1
∑
n≥1
Bnz
n (5)
where ZN is the canonical partition function with N
particles, z = exp(βµ) is the fugacity, and Bn(ω) is
the nth cumulant of the trapped gas. By construc-
tion, B1(ω) ≡ 1. One also has, by definition, Ω =
−kBT ln(1 +
∑
N≥1 ZNz
N). By order-by-order identifi-
cation in z, as for example in [13], one finds
B2 =
Z2
Z1
− 1
2
Z1 and B3 =
Z3
Z1
− Z2 + 1
3
Z21 . (6)
In reality, one shall calculate the deviation from the ideal
gas,
∆Bn = Bn −B(0)n (7)
where B
(0)
n (ω) is the nth cumulant of the trapped ideal
gas. Similarly one introduces ∆ZN = ZN − Z(0)N , noting
that ∆Z1 = 0. As there is furthermore separability of the
center of mass in a harmonic trap, both for the ideal gas
and for the unitary gas, and as the spectrum of the center
of mass is the same as the one of the one-body problem,
one is left with partition functions of the n-body relative
motion, denoted by “rel”:
∆B2 =
∆Z2
Z1
= ∆Zrel2 (8)
∆B3 =
∆Z3
Z1
−∆Z2 = ∆Zrel3 −∆Z2. (9)
It remains to use the expressions for the relative motion
spectrum, known in the unitary limit up to n = 3 [12, 14].
3A. Case N = 2
The interactions modify the spectrum of the rela-
tive motion only in the sector of angular momentum
l = 0, and in the unitary limit, their effect reduces to
a downward shift by ~ω of the unperturbed spectrum,
E
(0)
l=0,n = (2n+ 3/2)~ω [40], so one finds
∆Zrel2 = (e
x − 1)
∑
n≥0
e−x(2n+3/2) =
e−x/2
1 + e−x
= ∆B2
(10)
where x = β~ω. As a consequence, using equation (8)
and Z1 = [e
−x/2/(1− e−x)]3:
∆Z2 =
e−2x
(1 − e−x)2(1− e−2x) . (11)
Another consequence is that the second cumulant of the
spatially homogeneous unitary Bose gas is obtained from
the expression B
(0)
2 (ω) =
1
2 (
1
2 ch(x/2) )
3 (deduced by a di-
rect calculation) by taking the ω → 0 limit and using
(4):
b2
23/2
=
1
2
+
1
24
. (12)
B. Case N = 3
As shown in [14], the problem of three trapped bosons
has a particular class of eigenstates, called laughlinian
in what follows, with a wavefunction that vanishes when
there is at least two particles in the same point. These
eigenstates thus have energies that are independent of the
scattering length a and they do not contribute to ∆Z3. It
therefore remains to sum over the non-laughlinian eigen-
states for the non-interacting case (a = 0) and for the
unitary limit (1/a = 0).
In the case a = 0, using as in [13] the Efimov ansatz
for the three-body wavefunction [52] one finds that the
non-laughlinian eigenenergies of the relative motion are
E
(0)
rel = (u
(0)
l,n + 1 + 2q)~ω of degeneracy 2l+ 1, (13)
where l, n, q span the set of natural integers, with l quan-
tifying the angular momentum and q the excitation of the
hyperradial mode [41]. The u(0) ≥ 0 are the roots of the
function s 7→ 1/Γ( l−s2 + 1) :
u
(0)
l,n = l + 2 + 2n. (14)
In reality, one must keep in the spectrum (13) the physi-
cal roots only, such that the Efimov ansatz is not identi-
cally zero. The two known unphysical roots are u(0) = 4
for l = 0, and u(0) = 3 for l = 1. But this will not play
any role in what follows.
In the case 1/a = 0, using the Efimov ansatz as in
[14], subjected to the Wigner-Bethe-Peierls contact con-
ditions, one gets the transcendental equation Λl(s) = 0,
with [42]
Λl(s) = cos ν − (− sin ν)l
Γ( l+1+s2 )Γ(
l+1−s
2 )
π1/2Γ(l + 32 )
× 2F1
(
l+ 1+ s
2
,
l + 1− s
2
, l +
3
2
; sin2 ν
)
(15)
where 2F1 is the Gauss hypergeometric function and the
usual mass angle what introduced, which is given for
three bosons by
ν = arcsin
1
2
=
π
6
. (16)
In practice, we shall also use the representation derived
in [43] for fermions and easily transposed to the bosonic
case, in terms of Legendre polynomials Pl(X) :
Λl(s)
l even
= cos ν − 2
sin ν
∫ ν
0
dθPl
(
sin θ
sin ν
)
cos(sθ)
cos(sπ/2)
(17)
Λl(s)
l odd
= cos ν +
2
sin ν
∫ ν
0
dθPl
(
sin θ
sin ν
)
sin(sθ)
sin(sπ/2)
,(18)
which allows us to explicitly write Λl(s) with the sine
function and rational fractions of s.
C. Efimovian channel
In the zero-angular-momentum sector, l = 0, Λl(s) has
one and only one root u0,0 ∈ iR+ [14], usually noted as
u0,0 = s0 = i|s0|, |s0| = 1, 006 237 825 . . . (19)
This root gives rise to the efimovian channel, where the
eigenenergies ǫq(ω) of the relative motion solve a tran-
scendental equation [12, 14] that one can rewrite as in
[21] to make explicit and univocal the dependence with
the quantum number q ∈ N :
Im ln Γ
(1 + s0 − ǫq/(~ω)
2
)
+
|s0|
2
ln
(2~ω
Et
)
+ qπ = 0,
(20)
the function ln Γ(z) being taken with its standard deter-
mination (branch cut in R−). In the limit ω → 0 for a
fixed q, this reproduces the geometric sequence of Efimov
trimers:
ǫq(ω)→ ǫq(0+) = −e−2πq/|s0|Et, (21)
which shows that Et = 2 exp[
2
|s0| Im lnΓ(1 +
s0)]~
2/(mR2t ), Rt being the three-body parameter
according to the convention of [14]. In a strict zero-
range limit, q would span Z and the spectrum would
be unbounded below, which would prevent thermal
equilibrium of the system. As noted by Efimov [17],
4however, in any given interaction model of finite range
b, including experimental reality, the geometric form
(21) of the spectrum only applies to the trimers of
binding energy much smaller than ~2/(mb2), possible
more deeply bound trimers being out of the unitary
limit and non universal. Here, the quantum number
q = 0 thus simply corresponds to the first state having
(almost) reached the unitary limit. For an interaction
to allow for the realisation of the unitary Bose gas at
thermal equilibrium, q = 0 must correspond to the
true ground trimer, and this is indeed the case for the
model of [28] and for the narrow Feshbach resonance
[44–47]: in both situations, Et is indeed of the order of
e−2π/|s0|~2/(mb2) ≪ ~2/(mb2) and the trimer spectrum
can be considered as being entirely efimovian, as it is
assumed in the present work.
D. Universal channels
The real positive roots (u0,n)n≥1 of Λ0(s), and the
roots (ul,n)n≥0 of Λl(s) for l > 0, which are all real [14]
and taken in what follows to be positive, give rise to uni-
versal, that is non-efimovian, states, with eigenenergies
of the relative motion that are independent of Rt:
Erel = (ul,n + 1 + 2q)~ω of degeneracy 2l+ 1, (22)
where (l, n) spans N2∗, and q spans N, and the star in-
dicates that the vanishing element [here (0, 0)] has to be
excluded. One can note the similitude with the non-
interacting case (13), the quantum number q having the
same physical origin [14]. As in the non-interacting case,
one must eliminate from the spectrum (22) the unphys-
ical roots u, that give a vanishing Efimov ansatz. These
unphysical roots, however, are exactly the same ones in
both cases [53], which allows us formally to include them
in the partition functions Z3 et Z
(0)
3 , since their (unphysi-
cal) contributions exactly compensate in ∆Z3. Collecting
the contributions of the systems with and without inter-
action of common quantum numbers, we finally obtain:
∆Zrel3 =
∑
q≥0
[
e−βǫq(ω) − e−x(u(0)0,0+1+2q)
]
+
∑
(l,n)∈N2∗
∑
q≥0
(2l+1)
[
e−x(ul,n+1+2q) − e−x(u(0)l,n+1+2q)
]
.
(23)
E. Some useful transforms
In order to treat one by one the problems that arise
in taking the limit ω → 0, it is useful to split (23) as
the sum of a purely efimovian contribution S(ω) and of
a purely universal contribution σ(ω), up to additive re-
mainders R(ω) and ρ(ω). In what follows we shall study
the efimovian series
S(ω) ≡
∑
q≥0
[
e−βǫq(ω) − e−2qx
]
, (24)
that reproduces the first sum in (23) up to the remainder
R(ω) =
∑
q≥0
[
e−2qx − e−x(u(0)0,0+1+2q)
]
=
1− e−3x
1− e−2x . (25)
We shall see that it is a doubly clever idea to introduce
the universal series
σ(ω) =
∑
(l,n)∈N2∗
∑
q≥0
(2l+1)
[
e−x(ul,n+1+2q)−e−x(vl,n+1+2q)
]
,
(26)
with
vl,n = l + 1 + 2n. (27)
First, this provides a numerical advantage [13], since vl,n
is the large-l-or-n equivalent of ul,n introduced in equa-
tion (17) of reference [14][54], so that the series σ rapidly
converges. Second, as it is apparent in the form (15),
the (vl,n)n≥0 are the positive poles of the function Λl(s);
the writing (26) is thus reminiscent of the residue theo-
rem, and we shall soon take advantage of this fact. As
vl,n = u
(0)
l,n − 1, σ reproduces the second sum of (23) up
to the remainder
ρ(ω) =
∑
(l,n)∈N2∗
∑
q≥0
(2l+1)
[
e−x(vl,n+1+2q)−e−x(u(0)l,n+1+2q)
]
.
(28)
With the generating function method, one gets
∑
l≥0(2l+
1)e−lx = (1 − 2 ddx) 11−e−x = (1 + e−x)/(1 − e−x)2. This,
together with the identities (11) and (25), leads to ρ(ω) =
∆Z2 + 1−R(ω), and (9) reduces to the simple writing
∆B3(ω) = S(ω) + σ(ω) + 1. (29)
This equation (29) is the bosonic equivalent of the
fermionic expressions (56,58) of reference [13], from
which it differs mainly through the contribution S(ω) of
the efimovian channel.
III. ANALYTICAL TRANSFORMS AND ω → 0
LIMIT
The most relevant physical quantity being the third
cumulant of the spatially homogeneous gas, we must now,
according to (4), take the limit of a vanishing trap spring
constant. An explicit calculation for the trapped ideal
gas gives
B
(0)
3 (ω) =
1
3
(
e−x(1− e−x)
1− e−3x
)3
→
ω→0
1
34
. (30)
In the unitary case, the method of reference [21] allows
one to determine S(0+) exactly; furthermore, as we shall
5see, the sum over n in equation (26) and the x→ 0 limit
can be performed analytically, and the resulting integrals
in σ(0+), that are very simple to evaluate numerically,
can also be usefully evaluated by taking the mass angle
ν as a small parameter.
A. Working on the efimovian contribution S(ω)
For an arbitrary positive number A, with A ≫ 1, we
split as in [21] the series (26) into three pieces, S = S1+
S2 + S3.
In the first (quasi-bound) piece, that contains the
states such that ǫq(ω) < −A~ω, the three bosons oc-
cupy a spatial zone much smaller than the ground-state
harmonic oscillator length [~/(mω)]1/2, so that the spec-
trum is close to the free-space spectrum (21):
ǫq(ω) = ǫq(0
+)
[
1− 1 + |s0|
2
6
(
~ω
ǫq(0+)
)2
+ . . .
]
(31)
As ǫq(0
+) is a geometric sequence, approximating ǫq(ω)
with ǫq(0
+) in S1 induces an error of the order of the error
on the last term, that vanishes as x/A. From the same
geometric property, the maximal index q1 in that first
piece diverges only logarithmically, as |s0|2π ln[Et/(2~ω)],
which allows one to replace each term e−2qx by 1, the
resulting error on S1 vanishing as xq
2
1 . One thus has
S1 =
q1∑
q=0
[
e−βǫq(0
+) − 1
]
+ o(1). (32)
The second piece contains the intermediate states, such
that |ǫq(ω)| < A~ω. As the level spacing between the
ǫq(ω) is of order ~ω at least[55], it contains a finite num-
ber O(A) of terms, and each terms vanishes when ω van-
ishes, so that S2 = o(1).
The third piece contains the states A < ǫq(ω), that re-
construct the free space efimovian scattering states when
ω → 0. On can use for these states the large-q expansion
ǫq(ω)
~ω
= 2q +∆
(
ǫq(ω)
)
+O(1/q) (33)
where the dimensionless function of the energy ∆(ǫ) is
given by equation (C6) of [21]. In each term of S3, one
uses the approximation e−2qx ≃ e−βǫq [1 + x∆(ǫq)], and
one replaces the sum over q by an integral over energy;
since the level spacings are almost constant, ǫq+1 − ǫq =
2~ω[1 +O(~ω/ǫq)] [48], one gets
S3 = −1
2
∫ +∞
A~ω
dǫ e−βǫβ∆(ǫ) + o(1). (34)
Collecting the three pieces and writing up ∆(ǫ) explicitly
as in [21], one finally obtains for ω → 0:
S(0+) =
{∑
q≥0
[
e−βǫq(0
+) − 1
]}
+
|s0|
π
{1
2
ln(eγβEt)
−
∑
p≥1
e−pπ|s0|Re
[
Γ(−ip|s0|)(βEt)ip|s0|
]}
, (35)
where γ = 0.577 215 . . . is Euler’s constant, and the free
space trimer energy ǫq(0
+) is given by (21). One can
note that the bound state contribution
∑
q≥0 e
−βǫq(0+) is
divergent, and has thus to be collected with the contri-
bution of the continuum to obtain the counter-term −1
ensuring the convergence of the sum in (35); in the case of
the second virial coefficient of a plasma, the (two-body)
bound states have an hydrogenoid spectrum, which re-
quires the more elaborated counter-term −(1 + βǫq) to
get a converging sum [49][56].
B. Working on the universal contribution σ(ω)
Let us extract from the definition (26) of σ(ω) the con-
tribution of the angular momentum l and let us sum over
q, to obtain
σ =
∑
l≥0
σl, with σl =
l+ 12
shx
∑
n≥δl,0
(
e−xul,n − e−xvl,n
)
.
(36)
The key point is now that the function Λl(s) has a simple
root[57] in ul,n and a simple pole[58] in vl,n, so that its
logarithmic derivative has a pole in both points, with
a residue respectively equal to +1 et −1. By inverse
application of the residue formula, one thus finds for l > 0
that
σl(ω)
l>0
=
l+ 12
shx
∫
C
dz
2iπ
Λ′l(z)
Λl(z)
e−xz (37)
where the integral is taken over the contour C that comes
from z = +∞+ iη (η > 0), moves parallelly to and above
the real axis, crosses the real axis close to the origin and
then tends to z = +∞−iη moving parallelly to and below
the real axis. This contour indeed encloses all the positive
roots (ul,n)n≥0 and all the positive poles (vl,n)n≥0 of the
function Λl(z). As Λl(z) (l > 0) has no other roots or
poles in the half-plane Re z ≥ 0, one can unfold C around
the origin and map it to the purely imaginary axis z = iS:
σl(ω)
l>0
=
l+ 12
π shx
∫ +∞
0
dS
Λ′l(iS)
Λl(iS)
i sin(xS) (38)
where the fact that Λ′l(iS)/Λl(iS) is an odd function al-
lows one to omit the cos(xS) and to restrict integration
to S > 0. It is then elementary to take the x → 0 limit,
and a simple integration by parts leads to the nice result:
σl(0
+)
l>0
= −2l+ 1
2π
∫ +∞
0
dS ln
(Λl(iS)
cos ν
)
. (39)
6According to (17,18), the function Λl(iS)/ cos ν exponen-
tially tends to 1 at infinity, so that the integral in (39)
rapidly converges.
The case l = 0 requires some twist of the previous rea-
soning. First, the pole v0,0 of the function Λ0(s) does
not contribute to σ(ω), since (l, n) = (0, 0) is in the efi-
movian channel. Second, the existence of the efimovian
roots ±i|s0| of Λ0(s) prevents one from folding back the
integration contour C on the purely imaginary axis. Both
points are solved by considering the function
s2−v20,0
s2−s20 Λ0(s)
rather than the function Λ0(s) itself: The rational prefac-
tor suppresses the poles ±v0,0 and the roots ±s0 without
destroying the parity invariance that we have used. In
the limit ω → 0, this leads to[59]
σ0(0
+) = − 1
2π
∫ +∞
0
dS ln
( S2 + 1
S2 − |s0|2
Λ0(iS)
cos ν
)
. (40)
From the writing (17,18) of the functions Λl(s = iS), and
using the numerical tools of formal integration software,
one obtains in a few minutes, the value of the constant
term in ∆B3(0
+):
1 + σ(0+) = 1− 0, 364 037 . . . = 0, 635 962 . . . (41)
One observes that (σl(0
+))l≥1 is an alternating sequence
with a rapidly decreasing modulus, so that the error due
to a truncation in l is bounded by the first neglected
term. Analytically, one can obtain the elegant asymp-
totic form[60]
σl(0
+) ∼
l→∞
( l
π
)1/2 (− tan ν2 )l
cos ν2 (cos ν)
3/2
, (42)
where ν is the mass angle (16).
C. An entirely analytical evaluation
The fact that σl(0
+) is rapidly decreasing with the
angular momentum, even in the absence of physical in-
terpretation, can be understood from the fact that, for
l > 0, the deviations of Λl(iS)/ cos ν from unity vanish
as −(−ν)l, this is obvious on the writing (15):
δl(S) ≡ Λl(iS)
cos ν
− 1 =
ν→0
O(νl). (43)
For ν = π/6, one finds that, already for l = 1, the max-
imum of |δl(S)|, reached in S = 0, has the small value
≃ 0, 273. This gives the idea of treating each δl (for l > 0)
as an infinitesimal quantity of order l. The series expan-
sion of ln[1 + δl(S)] in powers of δl in (39) is convergent
and generates a convergent expansion of σl(0
+) :
σl(0
+)
l>0
=
∑
n≥1
σ
(n)
l , with σ
(n)
l = (2l+1)
(−1)n
n
∫
R
dS
4π
[δl(S)]
n.
(44)
The resulting integral can in principle be calculated an-
alytically by the residue formula, for 0 < ν < π/2, which
leads to series that can be expressed in terms of the
Bose functions gα(z) =
∑
k≥1 z
k/kα, also called poly-
logarithms, but this rapidly becomes tedious at large l or
n. We thus restrict ourselves to the order 3 included. For
n ≤ 2, it is actually simpler to directly calculate the sum
over all l ≥ 1 of σ(n)l , that we note as σ(n)1:∞. We finally
keep as the desired approximation:
σ(0+) ≈ σ0(0+) + σ(1)1:∞ + σ(2)1:∞ + σ(3)1 . (45)
The second and third terms of the approximation (45)
can be expressed simply for an arbitrary ν as [61]
σ
(1)
1:∞=
1
π cos ν (1 + sin ν)
− argth(sin ν)
π cos ν sin ν
(46)
σ
(2)
1:∞=
2ν
π2 sin ν cos3 ν
− 4[
7
8ζ(3)− ReC3 − ν ImC2]
(π sin ν cos ν)2
(47)
with ζ the Riemann function and Cα = gα(e
2iν) −
1
2α gα(e
4iν). For ν = π/6, one has simply ReC3 =
7
18 ζ(3)
and ImC2 =
√
3
72 [ψ
′(16 )−ψ′(56 )], where ψ is the digamma
function and ψ′ its first order derivative. To be concise,
we give the value of the last term of (45) for ν = π/6
only:
σ
(3)
1 =
64
π3
√
3
(
17D3
432
− 14ζ(3)
3
− 403ζ(5)
27
+ 2
)
+
16
9π2
(
17D3
54
+ 5D1 − 322ζ(3)
3
− 36
)
+
32
3π
√
3
(
5D1
9
− 112ζ(3)
27
+
8
3
− 2 ln 3
)
, (48)
with Dk = ψ
(k)(13 ) − ψ(k)(23 ), ψ(k) being the kth deriva-
tive of the digamma function, see relation 8.363(8) of
reference [50].
It remains to analytically evaluate the first term of
(45), that is the universal contribution at zero angular
momentum σ0(0
+) given by (40). Since a series expan-
sion of the logarithm around 1 is not suited to this case,
we directly expand to second order in powers of the mass
angle[62]: according to (17),
Λ0(iS)
cos ν
= 1− 2
ch(Sπ/2)
− 4
3
ν2
1 + S2/4
ch(Sπ/2)
+O(ν4). (49)
This first allows one to evaluate the efimovian root
|s0| = θ + 8ν
2
3π
√
3
(1 + θ2/4) +O(ν4) (50)
where θ = 2π argch2 = 0, 838 401 . . ., in a way that re-
produces (for ν = π/6) its exact value (19) within one
part per thousand. Then, after a few applications of the
residue formula, one obtains the desired approximation
up to order 3 included:
σ0(0
+) ≃ −1 + θ
2
8
− 2ν
2
9π
√
3
θ(1 + θ2/4). (51)
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FIG. 1: Third cumulant b3 of the spatially homogeneous uni-
tary Bose gas: b3 is multiplied by e
−βEt and plotted as a
function of temperature T as a solid line. The dashed lined
to the left and to the right respectively correspond to the
approximations (54) and (55), that have been multiplied by
e−βEt . (−Et) is the energy of the ground state (efimovian)
trimer, and β = 1/(kBT ).
For ν = π/6, our analytical approximation (45) then
leads to
1 + σ(0+) ≃ 1− 0, 364 613 . . . = 0, 635 386 . . . (52)
which reproduces the exact value (41) within one part
per thousand. Such a precision is sufficient in practice,
considering the present uncertainty on the measurements
of the equation of state of the ultracold atomic gases [5–
7] and the fact that b3 is the coefficient of a term that
has to be small in a weak density expansion.
IV. CONCLUSION
We have shown that one can entirely analytically de-
termine the third cumulant b3 of the spatially homoge-
neous unitary Bose gas of three-body parameter Rt and
thermal de Broglie wavelength λ: The result[63]
b3 = 3
√
3[S(0+) + C] with C = 0, 648 . . . (53)
is the sum of a function S(0+) of λ/Rt exactly given by
equation (35), and of a constant C; we have found an
original integral representation of C that makes its nu-
merical evaluation straightforward, and that allows one
to perform a perturbative expansion of C, in principle
to arbitrary order but restricted here to third order in-
cluded, taking the mass angle ν = π/6 as a small param-
eter. This gives access to the third virial coefficient a3 of
the unitary Bose gas, combining relations (3) and (12).
As shown by the figure, our result has the physical
interest of describing the crossover between two limiting
regimes, the low-temperature regime kBT ≪ Et, where
b3 is dominated by the contribution of the ground state
trimer of energy −Et:
b3 ≃ 3
√
3 eβEt , (54)
with Et ∝ ~2/(mR2t ), and the regime kBT ≫ Et, where
the trimers are almost fully dissociated:
b3 ≃ 3
√
3
|s0|
2π
ln(eγ+2πC/|s0|βEt). (55)
The exponential approximation (54) agrees with the ex-
pression (193) of reference [31], that was very simply de-
duced from the chemical equilibrium condition of the gas.
The logarithmic approximation (55) can also be recov-
ered, within a constant factor inside the logarithm, by a
calculation that totally differs from ours, the extraction
of the loss rate constant L3 from the free-space inelastic
scattering problem of three bosons [19], further combined
with equation (25) of [21] that relates (through general
arguments) ∂b3/∂(lnRt) to L3 in the weak inelasticity
limit of that scattering problem.
In practice, in the temperature range where the log-
arithmic approximation (55) well reproduces our values
of b3, it may be difficult to ensure that the unitary limit
is reached, i.e. that the finite (real or effective) range
of the interaction is indeed negligible. In particular, it is
not guaranteed that the change of sign of b3 at high tem-
perature, as predicted by the zero-range efimovian theory
used in this paper[64], may really be observed for a more
realistic model such as the ones of references [28, 44–
46], or in ultracold-atom experiments. Answering this
question requires the study of a specific model for the
interaction and must be kept for future investigation.
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Troisie`me coefficient du viriel du gaz de Bose unitaire
Yvan Castin1 and Fe´lix Werner1
1Laboratoire Kastler Brossel, E´cole Normale Supe´rieure,
CNRS et UPMC, 24 rue Lhomond, 75231 Paris, France
Nous entendons par gaz de Bose unitaire un syste`me compose´ de bosons sans spin interagissant
dans l’onde s par un potentiel de longueur de diffusion infinie et de porte´e (re´elle ou effective) presque
ne´gligeable, syste`me pour l’instant abstrait mais dont la tentative de re´alisation avec des atomes
froids est en cours. A` partir de la solution analytique connue du proble`me a` trois corps dans un
pie`ge harmonique, et de me´thodes pre´ce´demment de´veloppe´es pour des fermions, nous de´terminons
le troisie`me cumulant b3, puis le troisie`me coefficient du viriel a3 de ce gaz, dans le cas spatialement
homoge`ne, en fonction de sa tempe´rature et du parame`tre a` trois corps Rt caracte´risant l’effet
Efimov. Un point marquant est qu’en convertissant des se´ries en des inte´grales (par une me´thode
des re´sidus inverse), puis en utilisant un petit parame`tre inattendu, l’angle de masse ν = π/6 des
trois bosons, on peut pousser l’estimation comple`tement analytique de b3 et de a3 jusqu’a` une erreur
en pratique ne´gligeable.
PACS numbers: 67.85.-d
I. INTRODUCTION
Le domaine des gaz quantiques a pris, depuis une di-
zaine d’anne´es, un tournant de´cisif, celui des interactions
fortes, graˆce a` la possibilite´ de donner a` la longueur de
diffusion dans l’onde s des valeurs arbitrairement grandes
(en valeur absolue) par la technique des re´sonances de
Feshbach magne´tiques [1, 2]. Ceci ouvre l’e´tude d’un ob-
jet fascinant, le gaz unitaire, dans lequel les interactions
entre particules ont une longueur de diffusion infinie dans
l’onde s et une porte´e ne´gligeable. L’amplitude de diffu-
sion a` deux corps dans l’onde s atteint alors le module
maximal autorise´ par l’unitarite´ de la matrice S, et le gaz
est en interaction maximale.
Pour les gaz de fermions de spin 1/2, la re´alisation et
la caracte´risation expe´rimentales du re´gime d’interaction
forte ont e´te´ un plein succe`s [3, 4], culminant re´cemment
avec la mesure de l’e´quation d’e´tat du gaz unitaire, aussi
bien a` haute qu’a` basse tempe´rature T [5–7]. Dans le cas
non polarise´ de spin, ceci a permis une comparaison tre`s
fine avec les approches the´oriques, elles-meˆmes pousse´es
dans leurs retranchements. A` tempe´rature nulle, en pra-
tique T/TF ≪ 1, ou` TF est la tempe´rature de Fermi, les
mesures ont confirme´ la pre´cision des plus re´cents cal-
culs variationnels a` surface nodale fixe´e, pour ce qui est
du nombre universel ξ = µ/(kBTF ), µ e´tant le potentiel
chimique du gaz [8]. Pour la transition de phase super-
fluide, les expe´riences confirment la classe d’universalite´
attendue et trouvent une valeur de la tempe´rature cri-
tique Tc qui corrige le´ge`rement le re´sultat des premiers
calculs de Monte-Carlo quantique [9] et confirme celui des
plus re´cents [10]. Au-dessus de Tc, les mesures du MIT
sont en accord remarquable avec la me´thode de Monte-
Carlo diagrammatique [11]. Finalement, dans le re´gime
non de´ge´ne´re´ T > TF , les expe´riences a` l’ENS ont pu
confirmer la valeur du troisie`me coefficient du viriel a3 du
gaz spatialement homoge`ne, de´ja` de´duite the´oriquement
[13] de la solution analytique du proble`me a` trois corps
dans un pie`ge harmonique [14] et reproduite depuis par
une me´thode diagrammatique [15] ; ces expe´riences de-
vancent meˆme la the´orie en obtenant la valeur de a4,
non encore extraite the´oriquement de fac¸on fiable du
proble`me a` quatre corps [16].
En ce qui concerne les gaz de bosons sans spin en
interaction forte, les e´tudes expe´rimentales sont moins
avance´es, a` cause de l’effet Efimov [17] : l’attraction effec-
tive a` trois corps pre´dite par Efimov, et a` l’origine des ses
fameux trime`res faiblement lie´s dont on a de´sormais une
signature expe´rimentale [18], exalte les pertes d’atomes
dans les gaz, dues aux collisions a` trois corps avec forma-
tion tre`s exothermique de dime`res fortement lie´s. Dans
la limite unitaire, on ne peut pour l’instant pre´parer un
gaz de Bose stable et a` l’e´quilibre thermique que dans
le re´gime non de´ge´ne´re´ ρλ3 ≪ 1 [19], ou` ρ est la den-
site´ du gaz et λ = (2π~2/mkBT )
1/2 la longueur d’onde
thermique de de Broglie : le taux de collision e´lastique
a` deux corps, en ~mρλ, l’emporte alors sur le taux de
pertes a` trois corps, en ~mρλ
4 [20] [51]. Il existe heureuse-
ment quelques pistes a` explorer pour re´duire les pertes,
comme la mise a` profit dans un re´seau optique de l’effet
Ze´non quantique qu’elles induisent [22] ou simplement
l’utilisation de re´sonances de Feshbach e´troites [23, 24].
D’un point de vue the´orique, l’e´tude du gaz de Bose
unitaire en est elle-meˆme a` ses pre´mices. La plupart des
travaux ne prennent pas en compte de manie`re exacte les
corre´lations a` trois corps et plus [25–27] ; ils ne peuvent
donc rendre compte quantitativement du fait que les in-
teractions entre bosons a` re´sonance mettent en jeu le pa-
rame`tre a` trois corps Rt, une longueur donnant l’e´chelle
d’e´nergie globale dans le spectre des trime`res d’Efimov
(que ne peut ici fournir la longueur de diffusion puis-
qu’elle est infinie). Aussi les diffe´rentes phases quantiques
sous lesquelles le syste`me de Bose unitaire pourrait exis-
ter a` l’e´quilibre thermique, en fonction de la tempe´rature,
restent-elles encore a` explorer. A` tempe´rature nulle,
l’ajout d’une interaction de cœur dur a` trois corps, qui
permet d’ajuster la valeur de Rt et empeˆche aussi l’ef-
fondrement du syste`me sur lui-meˆme, a conduit a` mon-
2trer, par des calculs nume´riques limite´s a` une dizaine de
particules, que les bosons forment un e´tat lie´ a` N corps,
dont l’e´nergie semble varier line´airement en N [28], ce qui
sugge`re une phase a` densite´ plafonne´e a` grand N , par
exemple une phase liquide. A` haute tempe´rature (plus
pre´cise´ment a` basse densite´ ρλ3 → 0), l’angle d’attaque
naturel est celui du de´veloppement du viriel [29], dont
nous rappelons ici la forme pour le gaz spatialement ho-
moge`ne [30] :
Pλ3
kBT
=
∑
n≥1
an(ρλ
3)n (1)
ou` P est la pression du gaz. Le coefficient an constitue
pre´cise´ment le nie`me coefficient du viriel. En pratique, il
sera plus commode de de´terminer les coefficients bn du
de´veloppement du grand potentiel Ω en puissances de la
fugacite´ z = eβµ, le potentiel chimique µ tendant vers
−∞ :
Ω = − V
λ3
kBT
∑
n≥1
bnz
n, (2)
V e´tant le volume du syste`me et β = 1/(kBT ). Comme
−βΩ est le logarithme de la fonction de partition grand
canonique, il est naturel de baptiser le coefficient bn n
ie`me
cumulant. La connaissance de tous les cumulants jusqu’a`
l’ordre n inclus permet de de´terminer tous les coefficients
du viriel jusqu’au meˆme ordre. On notera que a1 = b1 = 1
par construction ; les expressions d’ordre supe´rieur utiles
ici se de´duisent simplement des relations thermodyna-
miques Ω = −PV et N = −∂µΩ [30] :
a2 = −b2 et a3 = 4b22 − 2b3. (3)
Au contraire du cas fermionique, le cumulant b3 et le
coefficient du viriel a3 des bosons a` la limite unitaire
ne sont pas de purs nombres, mais ce sont des fonc-
tions du parame`tre a` trois corps qui n’ont pas encore e´te´
explicitement de´termine´es. Depuis les e´tudes fondatrices
[31], il existe certes des expressions formelles de b3 dans
le cas quantique ge´ne´ral, mettant en jeu les e´quations
de Faddeev [32], la matrice S [33], des diagrammes de
Mayer [34], un ope´rateur d’Ursell [30, 35]. La forme la
plus ope´rationnelle semble eˆtre celle de [32] e´crite en
termes d’une amplitude de diffusion a` trois corps [36],
mais son e´valuation pour le gaz de Bose unitaire est, a`
notre connaissance, purement nume´rique, et pour trois
valeurs diffe´rentes de Rt seulement [36]. Ici, nous mon-
trons au contraire que b3 peut eˆtre obtenu analytique-
ment, a` partir de la solution du proble`me a` trois bosons
harmoniquement pie´ge´s [12, 14].
Dans la premie`re e´tape de la re´solution, on conside`re le
sys-te`me a` l’e´quilibre thermique dans le potentiel harmo-
nique U(r) = 12mω
2r2, ω e´tant donc la pulsation d’oscil-
lation libre, et l’on exprime le troisie`me cumulant B3(ω)
du gaz pie´ge´, de´fini par le de´veloppement (5) a` venir,
en termes des fonctions de partition des proble`mes a` n
corps pie´ge´s, 1 ≤ n ≤ 3. En physique the´orique, un
“re´gularisateur harmonique” formel a ainsi de´ja` e´te´ in-
troduit pour obtenir les second [37] et troisie`me [38, 39]
coefficients du viriel d’un gaz d’anyons. La meˆme tech-
nique a ensuite e´te´ utilise´e dans le cas des atomes froids
fermioniques [13], pour tirer parti du fait que le proble`me
a` trois corps est soluble dans la limite unitaire ; notons
qu’il ne s’agit alors plus seulement d’un artifice de calcul
puisque ce pie´gegage est re´alisable expe´rimentalement.
Dans la seconde e´tape, on fait tendre la raideur du
pie`ge vers ze´ro. Comme le montre l’application de l’ap-
proximation de densite´ locale [13], en fait exacte dans
cette limite, les cumulants bn du gaz homoge`ne sont alors
donne´s par [13, 37]
bn
n3/2
= lim
ω→0
B3(ω) ≡ B3(0+). (4)
Dans [13], cette limite est e´value´e purement nume´rique-
ment pour les fermions. Nous nous attacherons ici a` mon-
trer qu’il est en fait possible d’aller beaucoup plus loin
analytiquement.
II. EXPRESSION DE ∆B3 EN TERMES DE
FONCTIONS DE PARTITION CANONIQUES
Lorsque le potentiel chimique µ→ −∞ a` tempe´rature
fixe´e, ce qui correspond a` une limite de faible densite´, le
grand potentiel du gaz de Bose unitaire pie´ge´ admet le
de´veloppement
Ω = −kBTZ1
∑
n≥1
Bnz
n (5)
ou` ZN est la fonction de partition canonique a` N parti-
cules, z = exp(βµ) est la fugacite´, et Bn(ω) est le n
ie`me
cumulant du gaz pie´ge´. Par construction, B1(ω) ≡ 1. On
a aussi, par de´finition, Ω = −kBT ln(1 +
∑
N≥1 ZNz
N).
En identifiant ordre par ordre en z, comme par exemple
dans [13], on trouve
B2 =
Z2
Z1
− 1
2
Z1 et B3 =
Z3
Z1
− Z2 + 1
3
Z21 . (6)
En re´alite´, on souhaite calculer l’e´cart au gaz parfait,
∆Bn = Bn −B(0)n (7)
ou` B
(0)
n (ω) est le nie`me cumulant du gaz parfait pie´ge´. On
introduit de meˆme ∆ZN = ZN −Z(0)N , ou` l’on notera que
∆Z1 = 0. Comme il y a de plus se´parabilite´ du centre
de masse dans un pie`ge harmonique, aussi bien pour le
gaz parfait que pour le gaz unitaire, et que le spectre
du centre de masse est le meˆme que celui du proble`me a`
un corps, on se rame`ne a` des fonctions de partition du
mouvement relatif a` n corps, repe´re´es par le sigle “rel” :
∆B2 =
∆Z2
Z1
= ∆Zrel2 (8)
∆B3 =
∆Z3
Z1
−∆Z2 = ∆Zrel3 −∆Z2. (9)
3Il reste a` utiliser les expressions du spectre du mouvement
relatif, connues a` la limite unitaire jusqu’a` n = 3 [12, 14].
A. Cas N = 2
Comme les interactions modifient le spectre du mou-
vement relatif seulement dans le secteur de moment
cine´tique l = 0, et qu’a` la limite unitaire, leur effet se
re´sume a` un de´calage vers le bas de ~ω du spectre non
perturbe´ E
(0)
l=0,n = (2n+ 3/2)~ω [40], on trouve
∆Zrel2 = (e
x − 1)
∑
n≥0
e−x(2n+3/2) =
e−x/2
1 + e−x
= ∆B2
(10)
ou` l’on a pose´ x = β~ω. On en de´duit, en utilisant
l’e´quation (8) et Z1 = [e
−x/2/(1− e−x)]3, que
∆Z2 =
e−2x
(1 − e−x)2(1− e−2x) . (11)
On en de´duit aussi le second cumulant du gaz de Bose
unitaire spatialement homoge`ne, en calculant B
(0)
2 (ω) =
1
2 (
1
2 ch(x/2) )
3 puis en prenant la limite ω → 0 et en utili-
sant (4) :
b2
23/2
=
1
2
+
1
24
. (12)
B. Cas N = 3
Comme il a e´te´ montre´ dans [14], le proble`me a`
trois bosons pie´ge´ admet une classe particulie`re d’e´tats
propres, qualifie´s dans la suite d’e´tats laughliniens, dont
la fonction d’onde s’annule lorsqu’il y a au moins deux
particules au meˆme point. Ces e´tats ont donc des e´nergies
inde´pendantes de la longueur de diffusion a et ne contri-
buent pas a` ∆Z3. Il reste donc a` sommer sur les e´tats
propres non laughliniens pour le cas sans interaction
(a = 0) et pour la limite unitaire (1/a = 0).
Dans le cas a = 0, en utilisant comme dans [13] l’an-
satz d’Efimov pour la fonction d’onde a` trois corps [52],
on trouve les e´nergies propres non laughliniennes du mou-
vement relatif :
E
(0)
rel = (u
(0)
l,n+1+2q)~ω de de´ge´ne´rescence 2l+1, (13)
ou` l, n, q de´crivent l’ensemble des entiers naturels, l quan-
tifiant le moment cine´tique et q l’excitation du mode hy-
perradial [41]. Les u(0) ≥ 0 sont les racines de la fonction
s 7→ 1/Γ( l−s2 + 1) :
u
(0)
l,n = l + 2 + 2n. (14)
En re´alite´, il ne faut garder dans le spectre (13) que les
racines physiques, pour lesquelles l’ansatz d’Efimov n’est
pas identiquement nul. Les deux racines non physiques
connues sont u(0) = 4 pour l = 0, et u(0) = 3 pour l = 1.
Mais ceci ne jouera pas de roˆle dans la suite.
Dans le cas 1/a = 0, on utilise l’ansatz d’Efi-
mov comme dans [14], que l’on soumet aux conditions
au contact de Wigner-Bethe-Peierls, ce qui conduit a`
l’e´quation transcendante Λl(s) = 0, avec [42]
Λl(s) = cos ν − (− sin ν)l
Γ( l+1+s2 )Γ(
l+1−s
2 )
π1/2Γ(l + 32 )
× 2F1
(
l+ 1+ s
2
,
l + 1− s
2
, l +
3
2
; sin2 ν
)
(15)
ou` 2F1 est la fonction hyperge´ome´trique de Gauss, et l’on
a introduit, selon l’habitude, l’angle de masse, qui vaut
pour trois bosons
ν = arcsin
1
2
=
π
6
. (16)
En pratique, on utilisera aussi la repre´sentation e´tablie
dans [43] pour les fermions et aise´ment transpose´e au cas
bosonique, en termes des polynoˆmes de Legendre Pl(X) :
Λl(s)
l pair
= cos ν − 2
sin ν
∫ ν
0
dθPl
(
sin θ
sin ν
)
cos(sθ)
cos(sπ/2)
(17)
Λl(s)
l impair
= cos ν +
2
sin ν
∫ ν
0
dθPl
(
sin θ
sin ν
)
sin(sθ)
sin(sπ/2)
,(18)
qui permet d’e´crire explicitement Λl(s) avec la fonction
sinus et des fractions rationnelles en s.
C. Voie efimovienne
Dans le secteur de moment cine´tique nul, l = 0, Λl(s)
admet une et une seule racine u0,0 ∈ iR+ [14], note´e
habituellement
u0,0 = s0 = i|s0|, |s0| = 1, 006 237 825 . . . (19)
Cette racine donne naissance a` la voie efimovienne, dans
laquelle les e´nergies propres ǫq(ω) du mouvement relatif
sont solutions d’une e´quation transcendante [12, 14] que
l’on peut re´crire comme dans [21] pour rendre explicite et
univoque la de´pendance en le nombre quantique q ∈ N :
Im ln Γ
(1 + s0 − ǫq/(~ω)
2
)
+
|s0|
2
ln
(2~ω
Et
)
+ qπ = 0,
(20)
la fonction ln Γ(z) e´tant prise avec sa de´termination stan-
dard (ligne de coupure sur R−). Dans la limite ω → 0 a`
q fixe´, ceci reproduit la suite ge´ome´trique des trime`res
d’Efimov :
ǫq(ω)→ ǫq(0+) = −e−2πq/|s0|Et, (21)
ce qui montre que Et = 2 exp[
2
|s0| Im lnΓ(1 +
s0)]~
2/(mR2t ), Rt e´tant le parame`tre a` trois corps sui-
vant la convention de [14]. Dans une limite stricte de
4porte´e nulle, q de´crirait Z et le spectre serait non borne´
infe´rieurement, ce qui interdirait l’e´quilibre thermique
du syste`me. Cependant, comme l’a note´ Efimov [17],
dans tout mode`le donne´ d’interaction de porte´e b non
nulle, y compris dans la re´alite´ expe´rimentale, la forme
ge´ome´trique (21) du spectre n’est valable que pour les
trime`res ayant une e´nergie de liaison tre`s petite devant
~
2/(mb2), d’e´ventuels autres e´tats trime`res plus pro-
fonde´ment lie´s e´tant hors de la limite unitaire et non
universels. Ici, le nombre quantique q = 0 correspond
donc simplement au premier e´tat qui atteint (presque) la
limite unitaire. Pour qu’une interaction puisse pre´tendre,
a` l’e´quilibre thermique, permettre la re´alisation du gaz
de Bose unitaire, il est ne´cessaire que q = 0 corres-
ponde au vrai trime`re fondamental, ce qui est bien le
cas pour le mode`le de [28] et pour la re´sonance de Fesh-
bach e´troite [44–47] : dans ces deux situations, on a en
effet Et ≃ e−2π/|s0|~2/(mb2) ≪ ~2/(mb2) et le spectre
des trime`res peut eˆtre conside´re´ comme entie`rement efi-
movien, comme il est suppose´ dans ce travail.
D. Voies universelles
Les racines re´elles positives (u0,n)n≥1 de Λ0(s), et les
racines (ul,n)n≥0 de Λl(s) pour l > 0, qui sont toutes
re´elles [14] et que l’on choisit donc positives, donnent
naissance aux e´tats universels, c’est-a`-dire non efimo-
viens, avec des e´nergies propres du mouvement relatif
inde´pendantes de Rt :
Erel = (ul,n+1+2q)~ω de de´ge´ne´rescence 2l+1, (22)
ou` (l, n) de´crit donc N2∗, et q de´crit N, l’e´toile indiquant
l’exclusion de l’e´le´ment nul, ici (0, 0). On notera la simi-
litude avec le cas sans interaction (13), le nombre quan-
tique q ayant la meˆme origine physique [14]. Comme dans
le cas sans interaction, il faut e´liminer du spectre (22) les
racines non physiques, qui donnent un ansatz d’Efimov
identiquement nul. Cependant, ces racines non physiques
sont exactement les meˆmes dans les deux cas [53], ce qui
nous autorise a` les inclure formellement dans les fonc-
tions de partition Z3 et Z
(0)
3 , leurs contributions (non
physiques) se compensant exactement dans ∆Z3. En re-
groupant les contributions des syste`mes avec et sans in-
teraction de meˆmes nombres quantiques, nous obtenons
finalement :
∆Zrel3 =
∑
q≥0
[
e−βǫq(ω) − e−x(u(0)0,0+1+2q)
]
+
∑
(l,n)∈N2∗
∑
q≥0
(2l+1)
[
e−x(ul,n+1+2q) − e−x(u(0)l,n+1+2q)
]
.
(23)
E. De commodes re´arrangements
Afin de se´rier les proble`mes dans le passage a` la limite
ω → 0, il est commode de de´composer (23) en la somme
d’une contribution purement efimovienne S(ω) et d’une
contribution purement universelle σ(ω), a` des restes ad-
ditifs pre`s R(ω) et ρ(ω). On e´tudiera dans la suite la se´rie
efimovienne
S(ω) ≡
∑
q≥0
[
e−βǫq(ω) − e−2qx
]
, (24)
qui reproduit la premie`re somme de (23) au reste pre`s
R(ω) =
∑
q≥0
[
e−2qx − e−x(u(0)0,0+1+2q)
]
=
1− e−3x
1− e−2x . (25)
On va voir aussi qu’il est doublement astucieux d’intro-
duire la se´rie universelle
σ(ω) =
∑
(l,n)∈N2∗
∑
q≥0
(2l+1)
[
e−x(ul,n+1+2q)−e−x(vl,n+1+2q)
]
,
(26)
ou` l’on a pose´
vl,n = l + 1 + 2n. (27)
D’abord, comme mis a` profit nume´riquement dans [13],
vl,n n’est autre que l’e´quivalent de ul,n a` grand l ou n
introduit dans l’e´quation (17) de la re´fe´rence [14] [54], ce
qui assure une rapide convergence de la se´rie σ. Ensuite,
comme il est apparent sur la forme (15), les (vl,n)n≥0
sont les poˆles positifs de la fonction Λl(s) ; l’e´criture (26)
e´voque donc le the´ore`me des re´sidus, ce que nous exploi-
terons bientoˆt. Comme vl,n = u
(0)
l,n − 1, σ reproduit la
seconde somme de (23) au reste pre`s
ρ(ω) =
∑
(l,n)∈N2∗
∑
q≥0
(2l+1)
[
e−x(vl,n+1+2q)−e−x(u(0)l,n+1+2q)
]
.
(28)
Par la me´thode des fonctions ge´ne´ratrices, il vient∑
l≥0(2l+1)e
−lx = (1−2 ddx) 11−e−x = (1+e−x)/(1−e−x)2.
Ceci, habilement joint aux e´galite´s (11) et (25), conduit
a` ρ(ω) = ∆Z2 + 1 − R(ω), et (9) se re´duit a` l’e´criture
limpide
∆B3(ω) = S(ω) + σ(ω) + 1. (29)
Cette e´quation (29) est l’e´quivalent bosonique des expres-
sions fermioniques (56,58) de la re´fe´rence [13], dont elle
diffe`re essentiellement par la contribution S(ω) de la voie
efimovienne.
III. TRANSFORMATIONS ANALYTIQUES ET
LIMITE ω → 0
La quantite´ physique la plus pertinente e´tant le
troisie`me cumulant du gaz spatialement homoge`ne, il
nous faut maintenant, en vertu de (4), faire tendre la
raideur du pie`ge vers ze´ro. Un calcul explicite pour le
gaz parfait pie´ge´ donne
B
(0)
3 (ω) =
1
3
(
e−x(1− e−x)
1− e−3x
)3
→
ω→0
1
34
. (30)
5Dans le cas unitaire, la me´thode de la re´fe´rence [21] per-
met de de´terminer exactement S(0+) ; de plus, comme
nous allons le voir, la sommation sur n dans l’e´quation
(26) et le passage a` la limite x → 0 peuvent eˆtre ef-
fectue´es analytiquement, et les inte´grales re´sultantes dans
σ(0+), tre`s simples a` e´valuer nume´riquement, peuvent
aussi eˆtre utilement approche´es en prenant l’angle de
masse ν comme petit parame`tre.
A. Travail sur la contribution efimovienne S(ω)
Un nombre positif A arbitraire mais ≫ 1 e´tant choisi,
nous partageons comme dans [21] les termes de la se´rie
(26) en trois classes, S = S1 + S2 + S3.
Dans la classe nume´ro 1, dite quasi-lie´e, contenant les
e´tats tels que ǫq(ω) < −A~ω, les trois bosons occupent
une zone de l’espace petite devant la taille [~/(mω)]1/2
du fondamental de l’oscillateur harmonique, si bien que
le spectre est proche de celui de l’espace libre (21) :
ǫq(ω) = ǫq(0
+)
[
1− 1 + |s0|
2
6
(
~ω
ǫq(0+)
)2
+ . . .
]
(31)
Comme ǫq(0
+) est une suite ge´ome´trique, le remplace-
ment de ǫq(ω) par ǫq(0
+) dans S1 conduit a` une erreur
d’ordre celle commise sur le dernier terme, en x/A, qui
tend donc vers ze´ro. Pour la meˆme raison, l’indice maxi-
mal q1 dans cette classe croˆıt seulement logarithmique-
ment, en |s0|2π ln[Et/(2~ω)], ce qui autorise a` remplacer
chaque terme e−2qx par 1, l’erreur commise sur S1 ten-
dant la` aussi vers ze´ro, comme xq21 . On garde donc
S1 =
q1∑
q=0
[
e−βǫq(0
+) − 1
]
+ o(1). (32)
La classe nume´ro 2 est celle des e´tats interme´diaires,
|ǫq(ω)| < A~ω. Comme l’espacement entre les ǫq(ω)
est d’ordre ~ω au moins [55], cette classe comporte un
nombre fini O(A) de termes, chaque terme tendant vers
ze´ro avec ω, si bien que S2 = o(1).
La classe nume´ro 3, celle des e´tats tels que A < ǫq(ω),
reconstruit les e´tats de diffusion efimoviens de l’espace
libre lorsque ω → 0. On dispose pour cette classe d’un
de´veloppement a` grand q,
ǫq(ω)
~ω
= 2q +∆
(
ǫq(ω)
)
+O(1/q) (33)
ou` la fonction de l’e´nergie ∆(ǫ), sans dimension, est
donne´e par l’e´quation (C6) de [21]. Dans chaque terme de
S3, on effectue donc l’approximation e
−2qx ≃ e−βǫq [1 +
x∆(ǫq)], et l’on remplace la somme sur q par une inte´grale
sur l’e´nergie, en utilisant la quasi-e´quidistance des ni-
veaux ǫq+1 − ǫq = 2~ω[1 +O(~ω/ǫq)] [48], si bien que
S3 = −1
2
∫ +∞
A~ω
dǫ e−βǫβ∆(ǫ) + o(1). (34)
En regroupant les trois classes et en explicitant ∆(ǫ)
comme dans [21], on obtient finalement pour ω → 0 :
S(0+) =
{∑
q≥0
[
e−βǫq(0
+) − 1
]}
+
|s0|
π
{1
2
ln(eγβEt)
−
∑
p≥1
e−pπ|s0|Re
[
Γ(−ip|s0|)(βEt)ip|s0|
]}
, (35)
ou` γ = 0, 577 215 . . . est la constante d’Euler, et l’e´nergie
des trime`res dans l’espace libre ǫq(0
+) est donne´e par
(21). Notons que la contribution de ces e´tats lie´s∑
q≥0 e
−βǫq(0+) est divergente, et qu’il est donc ne´cessaire
de la regrouper avec celle du continuum pour obtenir le
contre-terme −1 assurant la convergence de la somme
dans (35) ; dans le cas du deuxie`me coefficient du viriel
d’un plasma, les e´tats lie´s (a` deux corps cette fois) ont
un spectre hydroge´no¨ıde, et il faut le contre-terme plus
e´labore´−(1+βǫq) pour faire converger la somme [49] [56].
B. Travail sur la contribution universelle σ(ω)
Isolons dans la de´finition (26) de σ(ω) la contribution
du moment cine´tique l et effectuons la somme sur q, pour
obtenir
σ =
∑
l≥0
σl, avec σl =
l + 12
shx
∑
n≥δl,0
(
e−xul,n − e−xvl,n
)
.
(36)
Or la fonction Λl(s) admet une racine simple [57] en ul,n
et un poˆle simple [58] en vl,n, ce qui fait que sa de´rive´e
logarithmique admet un poˆle en ces deux points, avec un
re´sidu e´gal a` +1 et −1, respectivement. Par application
inverse du the´ore`me des re´sidus, on trouve donc pour
l > 0 que
σl(ω)
l>0
=
l+ 12
shx
∫
C
dz
2iπ
Λ′l(z)
Λl(z)
e−xz (37)
ou` l’inte´grale de chemin est prise sur le contour C ve-
nant de z = +∞ + iη (η > 0), longeant l’axe re´el par
au-dessus, le traversant pre`s de l’origine puis tendant
vers z = +∞− iη en longeant l’axe re´el par en dessous.
Ce contour enserre en effet toutes les racines positives
(ul,n)n≥0 et tous les poˆles positifs (vl,n)n≥0 de la fonc-
tion Λl(z). Comme Λl(z) (l > 0) n’a pas d’autres racines
ou poˆles dans le demi-plan Re z ≥ 0, on peut de´plier C
autour de l’origine et le rabattre sur l’axe imaginaire pur
z = iS :
σl(ω)
l>0
=
l+ 12
π shx
∫ +∞
0
dS
Λ′l(iS)
Λl(iS)
i sin(xS) (38)
ou` l’imparite´ de Λ′l(iS)/Λl(iS) justifie l’omission de la
contribution en cos(xS) et permet de limiter l’inte´grale a`
S > 0. Prendre la limite x → 0 est alors e´le´mentaire,
6et une simple inte´gration par parties conduit au joli
re´sultat :
σl(0
+)
l>0
= −2l+ 1
2π
∫ +∞
0
dS ln
(Λl(iS)
cos ν
)
. (39)
D’apre`s la forme (17,18), la fonction Λl(iS)/ cos ν tend
exponentiellement vers 1 a` l’infini, si bien que l’inte´grale
dans (39) est rapidement convergente.
Le cas l = 0 ne´cessite un petit ajustement du raison-
nement pre´ce´dent. D’une part, le poˆle v0,0 de la fonc-
tion Λ0(s) ne contribue pas a` σ(ω), puisque le couple
(l, n) = (0, 0) est dans la voie efimovienne. D’autre part,
l’existence des ze´ros efimoviens ±i|s0| de Λ0(s) empeˆche
le rabattement du contour C sur l’axe imaginaire pur.
Ces deux proble`mes sont re´solus en conside´rant la fonc-
tion
s2−v20,0
s2−s20 Λ0(s) plutoˆt que la fonction Λ0(s) elle-meˆme :
le pre´facteur rationnel supprime les poˆles ±v0,0 et les
ze´ros ±s0 sans compromettre l’utile invariance par pa-
rite´. Dans la limite ω → 0, ceci conduit a` [59]
σ0(0
+) = − 1
2π
∫ +∞
0
dS ln
( S2 + 1
S2 − |s0|2
Λ0(iS)
cos ν
)
. (40)
A` partir de l’e´criture (17,18) des fonctions Λl(s = iS), on
obtient en quelques minutes, avec les outils d’inte´gration
nume´rique des logiciels de calcul formel, la valeur du
terme constant dans ∆B3(0
+) :
1 + σ(0+) = 1− 0, 364 037 . . . = 0, 635 962 . . . (41)
On constate que (σl(0
+))l≥1 forme une suite alterne´e de
module (rapidement) de´croissant, l’erreur commise dans
une troncature sur l e´tant donc borne´e par la valeur ab-
solue du premier terme ne´glige´. Analytiquement, on peut
d’ailleurs obtenir le bel e´quivalent [60]
σl(0
+) ∼
l→∞
( l
π
)1/2 (− tan ν2 )l
cos ν2 (cos ν)
3/2
, (42)
ou` ν est l’angle de masse (16).
C. Une e´valuation entie`rement analytique
L’inte´ressante proprie´te´ de de´croissance rapide de
σl(0
+) avec le moment cine´tique, a` de´faut d’explica-
tion physique, peut eˆtre comprise par le fait que, pour
l > 0, les e´carts a` 1 de Λl(iS)/ cos ν tendent vers ze´ro en
−(−ν)l, comme il est apparent sur l’e´criture (15) :
δl(S) ≡ Λl(iS)
cos ν
− 1 =
ν→0
O(νl). (43)
Comme ν = π/6, on trouve de´ja` pour l = 1 que la valeur
maximale de |δl(S)|, atteinte en S = 0 et ≃ 0, 273, est
petite. Ceci donne l’ide´e de traiter chaque δl (pour l > 0)
comme un infiniment petit d’ordre l. Le de´veloppement
en se´rie de ln[1 + δl(S)] en puissances de δl dans (39)
est convergent et ge´ne`re un de´veloppement convergent
de σl(0
+) :
σl(0
+)
l>0
=
∑
n≥1
σ
(n)
l , ou` σ
(n)
l = (2l+1)
(−1)n
n
∫
R
dS
4π
[δl(S)]
n.
(44)
L’inte´grale correspondante peut eˆtre calcule´e en principe
analytiquement par la me´thode des re´sidus, pour 0 < ν <
π/2, qui conduit a` des se´ries exprimables en termes des
fonctions de Bose gα(z) =
∑
k≥1 z
k/kα, encore appele´es
polylogarithmes, mais ceci devient rapidement fastidieux
a` grand l ou n. Nous nous limitons donc aux infiniment
petits d’ordre 3 inclus. Pour n ≤ 2, il est en fait plus
simple de calculer directement la somme sur tous les l ≥ 1
de σ
(n)
l , note´e σ
(n)
1:∞. Nous retenons finalement
σ(0+) ≈ σ0(0+) + σ(1)1:∞ + σ(2)1:∞ + σ(3)1 . (45)
Les deuxie`me et troisie`me termes de l’approximation
(45) peuvent eˆtre exprime´s simplement pour ν quel-
conque [61] :
σ
(1)
1:∞=
1
π cos ν (1 + sin ν)
− argth(sin ν)
π cos ν sin ν
(46)
σ
(2)
1:∞=
2ν
π2 sin ν cos3 ν
− 4[
7
8ζ(3)− ReC3 − ν ImC2]
(π sin ν cos ν)2
(47)
avec ζ la fonction de Riemann et Cα = gα(e
2iν) −
1
2α gα(e
4iν). Pour ν = π/6, on a plus simplement ReC3 =
7
18ζ(3) et ImC2 =
√
3
72 [ψ
′(16 )−ψ′(56 )], ou` ψ est la fonction
digamma et ψ′ sa de´rive´e premie`re. Par concision, nous
donnons la valeur du dernier terme de (45) seulement
pour ν = π/6 :
σ
(3)
1 =
64
π3
√
3
(
17D3
432
− 14ζ(3)
3
− 403ζ(5)
27
+ 2
)
+
16
9π2
(
17D3
54
+ 5D1 − 322ζ(3)
3
− 36
)
+
32
3π
√
3
(
5D1
9
− 112ζ(3)
27
+
8
3
− 2 ln 3
)
, (48)
avec Dk = ψ
(k)(13 )− ψ(k)(23 ), ψ(k) e´tant la de´rive´e kie`me
de la fonction digamma, voir relation 8.363(8) de la
re´fe´rence [50].
Il reste a` approcher analytiquement le premier terme
de (45), soit la contribution universelle a` moment
cine´tique nul σ0(0
+) donne´e par (40). Comme le
de´veloppement en se´rie du logarithme autour de 1 est
inadapte´ a` ce cas, on effectue un de´veloppement direct
au second ordre en puissances de l’angle de masse [62] :
d’apre`s (17),
Λ0(iS)
cos ν
= 1− 2
ch(Sπ/2)
− 4
3
ν2
1 + S2/4
ch(Sπ/2)
+O(ν4). (49)
Ceci permet d’abord d’approcher la racine efimovienne
|s0| = θ + 8ν
2
3π
√
3
(1 + θ2/4) +O(ν4) (50)
7ou` θ = 2π argch2 = 0, 838 401 . . ., d’une fac¸on qui repro-
duit (pour ν = π/6) sa valeur exacte (19) a` un pour mille
pre`s. Ensuite, apre`s quelques applications du the´ore`me
des re´sidus, on obtient l’approximation de´sire´e jusqu’a`
l’ordre 3 inclus :
σ0(0
+) ≃ −1 + θ
2
8
− 2ν
2
9π
√
3
θ(1 + θ2/4). (51)
Pour ν = π/6, notre approximation analytique (45)
conduit alors a`
1 + σ(0+) ≃ 1− 0, 364 613 . . . = 0, 635 386 . . . (52)
qui reproduit la valeur exacte (41) a` un pour mille
pre`s. Cette pre´cision semble en pratique bien suffisante,
compte tenu de l’incertitude actuelle des mesures de
l’e´quation d’e´tat des gaz atomiques froids [5–7] et du fait
que b3 est le coefficient d’un terme qui doit rester petit
dans un de´veloppement a` basse densite´.
IV. CONCLUSION
Nous avons montre´ qu’il est possible de de´terminer de
fac¸on entie`rement analytique le troisie`me cumulant b3
du gaz de Bose unitaire spatialement homoge`ne, de pa-
rame`tre a` trois corps Rt et de longueur d’onde thermique
de de Broglie λ, en ce sens que le re´sultat [63]
b3 = 3
√
3[S(0+) + C] avec C = 0, 648 . . . (53)
est somme d’une fonction S(0+) de λ/Rt donne´e
exactement par l’e´quation (35), et d’une constante
C dont une originale repre´sentation inte´grale, non
contente d’en trivialiser l’e´valuation nume´rique, auto-
rise le de´veloppement perturbatif a` un ordre arbitraire,
pousse´ ici jusqu’a` trois, avec l’angle de masse ν = π/6
comme petit parame`tre. Ceci donne acce`s au troisie`me
coefficient du viriel a3 du gaz de Bose unitaire, par com-
binaison des relations (3) et (12).
Comme le montre la figure, notre re´sultat a physique-
ment l’inte´reˆt de couvrir la transition entre deux re´gimes
extreˆmes, celui de basse tempe´rature, kBT ≪ Et, ou` b3
est domine´ par la contribution du trime`re fondamental
d’e´nergie −Et :
b3 ≃ 3
√
3 eβEt, (54)
avec Et ∝ ~2/(mR2t ), et le re´gime kBT ≫ Et, ou` les
trime`res sont presque comple`tement dissocie´s :
b3 ≃ 3
√
3
|s0|
2π
ln(eγ+2πC/|s0|βEt). (55)
L’approximation exponentielle (54) est en accord avec
l’expression (193) de la re´fe´rence [31], de´duite tre`s sim-
plement de la condition d’e´quilibre chimique du gaz.
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Figure 1: Troisie`me cumulant b3 du gaz de Bose unitaire
spatialement homoge`ne : b3 est multiplie´ par e
−βEt puis
repre´sente´ en fonction de la tempe´rature T par un trait
continu. Les lignes tirete´es a` gauche et a` droite correspondent
respectivement aux approximations (54) et (55), multiplie´es
elles aussi par e−βEt . (−Et) est l’e´nergie du trime`re (efimo-
vien) fondamental, et β = 1/(kBT ).
L’approximation logarithmique (55) peut, elle aussi, a`
un facteur constant pre`s a` l’inte´rieur du logarithme, eˆtre
de´duite d’un calcul comple`tement diffe´rent du noˆtre, ce-
lui du coefficient de perte a` trois corps L3 de´duit de la
diffusion ine´lastique de trois bosons dans l’espace libre
[19], en le combinant a` l’e´quation (25) de [21] qui relie,
par des arguments ge´ne´raux, ∂b3/∂(lnRt) a` L3 dans la
limite de faible ine´lasticite´ de cette diffusion.
En pratique, dans le re´gime de tempe´rature ou`
l’approximation logarithmique (55) reproduit bien nos
valeurs de b3, il sera certainement difficile d’assurer que
la limite unitaire est atteinte, c’est-a`-dire que les effets
de porte´e (re´elle ou effective) du potentiel d’interaction
sont ne´gligeables. En particulier, il n’est pas garanti que
le changement de signe de b3 a` haute tempe´rature, pre´dit
par la the´orie efimovienne de porte´e nulle utilise´e ici [64],
puisse eˆtre observe´ sur un mode`le plus re´aliste comme
ceux des re´fe´rences [28, 44–46], ou dans une expe´rience
d’atomes froids. La re´ponse a` cette question ne´cessite
l’e´tude d’un mode`le spe´cifique d’interaction, et doit donc
eˆtre re´serve´e a` un travail ulte´rieur.
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